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Жоспар

Дәрiстiң мақсаты – бiртектi және бiртектi емес толқын теңдеуi үшiн
қойылған Коши есебiн шешу
Негiзгi сұрақтар:

1 Бiртектi толқын теңдеуi үшiн қойылған Коши есебi. Даламбер
Формуласы

2 Бiртектi емес толқын теңдеуi үшiн қойылған Коши есебi. Даламбер
Формуласы. Дюамель қағидасы.

3 Шешiмнiң физикалық интерпретациясы
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Толқын теңдеуi — тербелiс пен толқындық процестердi сипаттайтын негiзгi
математикалық модельдердiң бiрi. Бұл теңдеу серпiмдi жiптiң немесе мембрананың
қозғалысын, сондай-ақ дыбыс және жарық толқындарының таралуын сипаттайды.
Теңдеудiң шығу тегi. Ұзындығы L болатын бiртектi серпiмдi жiптiң қозғалысын
қарастырайық. u(x , t) — жiптiң x нүктесiнiң t мезеттегi теңескен күйден ауытқуы
болсын. Ньютонның екiншi заңы бойынша жiптiң кiшкене кесiндiсi үшiн:

ρ
∂2u

∂t2
= T

∂2u

∂x2
,

мұндағы
ρ — жiптiң сызықтық тығыздығы (массасы бiрлiк ұзындыққа),
T — жiптiң керiлу күшi.

Толқын теңдеуi. Жоғарыдағы өрнектi ықшам түрде жазамыз:

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
, (1)

мұндағы c =

√
T

ρ
— толқынның таралу жылдамдығы. Бастапқы және шеттiк

шарттар. Бастапқы шарттар:

u(x , 0) = φ(x), ut(x , 0) = ψ(x),

мұндағы φ(x) — бастапқы пiшiн, ψ(x) — бастапқы жылдамдық.
Шеттiк шарттар (мысалы, бекiтiлген ұштар үшiн):

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0.
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Физикалық мағынасы
Теңдеу (1) келесi процестердi сипаттайды:

серпiмдi жiптiң тербелiсi;

акустикалық толқындардың таралуы;

электромагниттiк толқындар (бiр өлшемдi жағдайда).
Толқын теңдеуi — екiншi реттi гиперболалық типтi дербес туындылы теңдеу. Бұл

дәрiсте бiз толқын теңдеуiнiң Коши есебiн қарастырып, оның шешiмiн сипаттауыштар
әдiсiмен табамыз.
Бiр өлшемдi толқын теңдеуi
Бiр айнымалыдағы (1D) толқын теңдеуi келесiдей:

utt = a2uxx , a > 0,

мұндағы:

u = u(x , t) — белгiсiз функция (мысалы, ығысу немесе қысым), a — толқынның таралу жылдамдығы.

Коши есебi
Бастапқы сәтте t = 0 уақытында келесi шарттар берiлсiн:

u(x , 0) = φ(x), ut(x , 0) = ψ(x),

мұндағы φ(x) — бастапқы ығысу, ψ(x) — бастапқы жылдамдық.
Бiздiң мақсат — барлық t > 0 және x ∈ R үшiн u(x , t) функциясын табу.
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Сипаттауыштар әдiсi
Толқын теңдеуiн шешудiң ең тиiмдi тәсiлдерiнiң бiрi — сипаттауыштар әдiсi (метод
характеристик). Бұл әдiс теңдеудi жаңа айнымалылар арқылы қарапайым түрге
келтiруге негiзделедi.
Жаңа айнымалылар енгiзу
Келесi айнымалыларды енгiземiз:

ξ = x − at, η = x + at.

Бұл айнымалылар — сипаттауыштар немесе толқын бағыттары деп аталады.
Тiзбектi туындылар арқылы есептеймiз:

∂

∂x
=
∂ξ

∂x

∂

∂ξ
+
∂η

∂x

∂

∂η
=

∂

∂ξ
+

∂

∂η
,

∂

∂t
=
∂ξ

∂t

∂

∂ξ
+
∂η

∂t

∂

∂η
= −a

∂

∂ξ
+ a

∂

∂η
.

Ендi екiншi реттi туындыларды табамыз:

uxx =
∂2u

∂x2
= uξξ + 2uξη + uηη ,

utt = a2(uξξ − 2uξη + uηη).
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Теңдеудi жаңа айнымалыларда жазу
Толқын теңдеуiн utt = a2uxx түрiне қойып, жоғарыдағы өрнектердi орнына қоямыз:

a2(uξξ − 2uξη + uηη) = a2(uξξ + 2uξη + uηη).

Қарапайымдастырсақ:
−2uξη = 2uξη ⇒ uξη = 0.

Осылайша, теңдеу жаңа айнымалыларда қарапайым түрде жазылады:

uξη = 0.

Жалпы шешiм
Теңдеу uξη = 0 болғандықтан, u функциясы ξ және η бойынша бөлек функциялардың
қосындысы түрiнде жазылады:

u(x , t) = f (ξ) + g(η),

немесе бастапқы айнымалыларға қайта жазсақ:

u(x , t) = f (x − at) + g(x + at),

мұндағы f және g — еркiн екi рет дифференциалданатын функциялар. Бұл —
Д’Аламбер шешiмi.
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Бастапқы шарттарды қолдану
Коши шарттарын пайдаланып, f және g функцияларын табамыз.
Бiрiншi шарт: u(x , 0) = φ(x)

u(x , 0) = f (x) + g(x) = φ(x).

Екiншi шарт: ut(x , 0) = ψ(x) Алдымен ut табамыз:

ut = −af ′(x − at) + ag ′(x + at).

t = 0 кезiнде:
ut(x , 0) = −af ′(x) + ag ′(x) = ψ(x).

Осы екi шарттан: {
f (x) + g(x) = φ(x),

−af ′(x) + ag ′(x) = ψ(x).

Екiншi теңдеудi x бойынша интегралдаймыз:

−af (x) + ag(x) =

∫ x

0
ψ(s) ds + C .

Сызықтық жүйенi f және g бойынша шешемiз:

f (x) = 1
2

[
φ(x)− 1

a

∫ x

0
ψ(s) ds

]
+ C1,

g(x) = 1
2

[
φ(x) + 1

a

∫ x

0
ψ(s) ds

]
+ C2.

Константаларды нөл деп алуға болады.
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Д’Аламбер формуласын шығару
f және g -ны бастапқы айнымалыларға қайта қойсақ:

u(x , t) =
1

2

[
φ(x − at) + φ(x + at)

]
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(s) ds.

Бұл — Д’Аламбер формуласы, бiр өлшемдi толқын теңдеуiнiң Коши есебiнiң жалпы
шешiмi.
Физикалық мағынасы

φ(x − at) — оң бағытта a жылдамдықпен таралатын толқын;

φ(x + at) — сол бағытта a жылдамдықпен таралатын толқын;

Интегралдық мүше ψ(s) бастапқы жылдамдықтың әсерiн сипаттайды.
Сондықтан жалпы шешiм екi бағытта қозғалатын толқындардың қосындысы болып
табылады.
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Сипаттауыштар әдiсiнiң мәнi
Сипаттауыштар әдiсiнiң басты идеясы — теңдеудiң сипаттауыштарын анықтап,
айнымалыларды олардың бойымен түрлендiру. Сипаттауыштар бойында туындыны
есептеу қарапайым түрге келедi, сондықтан шешiмдi аналитикалық табуға мүмкiндiк
туады.
Толқын теңдеуi үшiн сипаттауыштар — түзу сызықтар:

x − at = const, x + at = const.

Бұл түзулер толқынның таралу бағытын бейнелейдi.
Ендi толқын теңдеуiн сыртқы әсермен қарастырайық:

utt = a2uxx + f (x , t), −∞ < x <∞, t > 0,

мұндағы f (x , t) — берiлген сыртқы күш өрiсi.
Бұл жағдайда Коши есебi:

u(x , 0) = φ(x), ut(x , 0) = ψ(x).
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Дюамель қағидасының мазмұны
Дюамель қағидасы (принципi) келесiдей тұжырымдалады:
> Егер f (x , t) күш өрiсiнiң әсерiмен utt = a2uxx + f (x , t) толқын теңдеуi берiлсе, онда
оның шешiмi еркiн жүйенiң (f = 0) Коши есебiнiң шешiмiн пайдалану арқылы
табылады.
Басқаша айтқанда, f (x , t) күш өрiсiнiң әсерiн уақыт бойынша интегралдау арқылы
ескеремiз.
Толық шешiмдi екi бөлiкке бөлемiз:

u(x , t) = v(x , t) + w(x , t),

мұндағы:

v(x , t) — еркiн толқын теңдеуiнiң шешiмi (f = 0),

w(x , t) — сыртқы күштiң әсерiнен туындайтын қосымша бөлiк.
Еркiн шешiм
v(x , t) мына теңдеудi қанағаттандырады:

vtt = a2vxx , v(x , 0) = φ(x), vt(x , 0) = ψ(x).

Оның шешiмi белгiлi:

v(x , t) =
1

2

[
φ(x − at) + φ(x + at)

]
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(s) ds.
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Күш өрiсi әсерiнен туындайтын бөлiк
Ендi w(x , t) функциясын қарастырайық:

wtt = a2wxx + f (x , t),

ал бастапқы шарттар нөлдiк:

w(x , 0) = 0, wt(x , 0) = 0.

Дюамель формуласын шығару
Кез келген тұрақты τ үшiн келесi локалды Коши есебiн қарастырамыз:

vtt = a2vxx ,

v(x , τ) = 0,

vt(x , τ) = f (x , τ),

бұл есептiң шешiмi Д’Аламбер формуласы бойынша:

v(x , t; τ) =
1

2a

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f (s, τ) ds, t > τ.

w(x , t) — бұл τ уақытындағы осындай шешiмдердiң барлық жиынтығының
суперпозициясы, яғни:

w(x , t) =

∫ t

0
v(x , t; τ) dτ =

1

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f (s, τ) ds dτ.
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Толық шешiм
Осылайша, бастапқы Коши есебiнiң толық шешiмi:

u(x , t) =
1

2

[
φ(x − at) + φ(x + at)

]
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(s) ds +

1

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f (s, τ) ds dτ.

Бұл — Дюамель формуласы.
Физикалық түсiндiрме
Дюамель қағидасы мынаны көрсетедi:

Егер жүйеге уақыт бойынша өзгеретiн f (x , t) күш өрiсi әсер етсе, онда әрбiр
сәтте τ кезiнде пайда болатын әсер толқын түрiнде таралады;

Толық шешiм — барлық осы «кiшкентай» толқындардың (әсерлердiң) уақыт
бойынша интегралдық қосындысы;

f (x , t) нөлге тең болған жағдайда, формула Д’Аламбер шешiмiне келiп тiреледi.
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Қорытынды
Дюамель қағидасы толқындық, жылулық және диффузиялық теңдеулер үшiн әмбебап
әдiс болып табылады. Ол жүйеге сыртқы әсер болған жағдайда аналитикалық
шешiмдi еркiн жүйенiң шешiмi арқылы өрнектеуге мүмкiндiк бередi.
Формула:

u(x , t) = еркiн шешiм + күш өрiсiнiң интегралдық әсерi

механика, акустика, электродинамика және инженерлiк есептерде жиi қолданылады.
Толқын теңдеуi үшiн Коши есебi сипаттауыштар әдiсi арқылы оңай шешiледi.
Нәтижесiнде алынған Д’Аламбер формуласы толқынның таралу, шағылу және
интерференция құбылыстарын түсiндiрудiң математикалық негiзiн бередi. Бұл әдiс екi
және үш өлшемдi жағдайларға да жалпыланып, математикалық физиканың негiзгi
есептерiнде кең қолданылады.
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НАЗАРЛАРЫҢЫЗҒА

РАҚМЕТ!
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